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Absztrakt vektorfogalom e´s kvantummechanika
Fejo˝s Gergely∗
Eo¨tvo¨s Lora´nd Tudoma´nyegyetem, Fizikai Inte´zet, Atomfizikai tansze´k
He´tko¨znapi elke´pzele´su¨nk szerint egy vektor egy
ira´nnyal, a´lla´ssal, e´s hosszu´sa´ggal jellemezheto˝
mennyise´g. A fogalommal a matematika´t tanulo´ dia´kok
ma´r a´ltala´nos iskola´ban tala´lkoznak, e´s sza´mtalan
alkalmaza´sa´val ismerkedhetnek meg a geometria´to´l
kezdve a fizika´n a´t ke´so˝bb minden olyan teru¨leten, ahol
a linea´ris algebra elo˝keru¨l (la´sd aka´r a biolo´gia´t vagy a
ko¨zgazdasa´gtant). A vektort, mint absztrakt fogalmat
a fizika alapszakos hallgato´k egyetemi tanulma´nyaik
elso˝ fe´le´vben tanulja´k, azzal a nem titkolt ce´llal, hogy
ke´so˝bb fo˝ke´nt a (a´ltala´nos) relativita´selme´let e´s a kvan-
tummechanika fogalmait ko¨nnyebben saja´t´ıtsa´k el [1].
Jelen, matematikai precizita´st mello˝zo˝ ismeretterjeszto˝
ı´ra´s ce´lja az, hogy ra´vila´g´ıtson, hogy a kvantumelme´let
vonatkoza´sa´ban a hagyoma´nyosan tan´ıtott absztrakt
vektorfogalom amennyit seg´ıt, adott esetben hasonlo´
me´rte´kben fogalmi zavarhoz is vezethet.
Vektorok a 3 dimenzio´s te´rben
A ha´romdimenzio´s te´r egy adott P pontja´hoz a ko-
ordina´tarendszeru¨nk origo´ja´bo´l hu´zott ny´ılro´l u´gy
ve´lekedu¨nk, hogy egy vektor a te´rben, de azt gondoljuk,
hogy vektor pe´lda´ul egy re´szecske sebesse´ge, az impul-
zusa, vagy e´ppen a ra´ hato´ ero˝ is. A P pont helyzete a
te´rben nyilva´nvalo´ mo´don 3 valo´s sza´mmal adhato´ meg,
eze´rt egy vektorra sza´mha´rmaske´nt is szoka´s gondolni.
Mivel a pont helyzete egy valo´s, fizikailag le´tezo˝ hely
a te´rben, azt aka´r egy ma´sik sza´mha´rmassal is megad-
hattuk volna, amennyiben a koordina´tarendszeru¨nket
ma´ske´pp va´lasztjuk meg. Tengelyeit pe´lda´ul elfor-
gathatjuk, vagy az origo´ja´nak aka´r egy ma´sik pontot
is kijelo¨lhetu¨nk, a P pont helyzete le´ıra´sa´nak szem-
pontja´bo´l ezek teljesen egyene´rte´ku˝ va´laszta´sok. Az u´j
sza´mha´rmas azonban nagyon szoros kapcsolatban van
a re´gi sza´mha´rmassal, egyikbo˝l a ma´sikat a forgata´s
e´s eltola´s szaba´lyai szerint kell kikeverni. Minden
olyan mennyise´get, mely 3 sza´mmal reprezenta´lhato´,
e´s u´j koordina´tarendszerre valo´ a´tte´re´skor a te´r egy
pontja helyzete´nek le´ıra´sa´ra szolga´lo´ ha´romkomponensu˝
mennyise´ggel azonos mo´don transzforma´lo´dik, vektornak
h´ıvunk.
Mindezek alapja´n a fizika´ban a vektor fogalma nem
puszta´n egy sza´mha´rmast jelent. A fentiek sze-
rint u´gy gondolkozhatunk, hogy a vektor valo´ja´ban
absztrakt objektum, melyet az o¨sszes lehetse´ges koor-
dina´tarendszerhez tartozo´ reprezenta´cio´k o¨sszesse´geke´nt
definia´lunk. Eszerint azonban egy sza´mha´rmas nem
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felte´tlenu¨l alkot vektort. Ahhoz, hogy vektorro´l
besze´lhessu¨nk, a szo´ban forgo´ sza´mha´rmashoz tartoznia
kell egy koordina´tarendszernek olyan mo´don, hogy ha egy
u´j rendszerre te´ru¨nk a´t, akkor a sza´mha´rmas komponen-
sei a feljebb eml´ıtett mo´don keverednek o¨ssze. Pe´lda´ul,
ha egy testre ke´t ku¨lo¨nbo¨zo˝ ero˝ hat, melyek mindegyi-
ke vektor, e´s adott koordina´tarendszerben (F1x, F1y, F1z)
e´s (F2x, F2y, F2z) sza´mha´rmasokkal reprezenta´lhato´k, ak-
kor ko¨nnyen bela´thato´, hogy az (F1x + F2x, F1y +
F2y, F1z + F2z) sza´mha´rmas is egy vektort reprezenta´l,
vagyis le´tezik egy koordina´tarendszerto˝l fu¨ggetlen eredo˝
ero˝, mint vektor. Ellenben, pe´lda´ul egy ho˝tarta´ly belso˝
energia´ja, te´rforgata, e´s re´szecskesza´ma (U, V,N) hia´ba
rendezheto˝ egy sza´mha´rmasba (az entro´pia terme´szetes
va´ltozo´ike´nt ez gyakran haszna´latos), az sosem alkot vek-
tort, mert a koordina´tarendszer megva´ltoztata´sakor ezek
a mennyise´gek egya´ltala´n nem va´ltoznak.
Az absztrakt vektor e´s a reprezenta´cio´inak
megku¨lo¨nbo¨ztete´se aze´rt nagyon hasznos, mert az
elo˝bbi seg´ıtse´ge´vel a fizikai to¨rve´nyeket olyan mo´don
fejezhetju¨k ki, mely semmilyen forma´ban sem tartalmaz-
za azt az informa´cio´t, hogy milyen koordina´tarendszert
haszna´lunk. A to¨rve´nyekto˝l pedig el is va´rjuk, hogy ne
legyenek e´rze´kenyek a koordina´tarendszer va´laszta´sa´ra.
Az, hogy pe´lda´ul a tengelyeket hogyan forgatjuk el,
vagy hova´ tesszu¨k az origo´t, nem va´ltoztathat azok
matematikai alakja´n. Ko¨nnyen bela´thato´, hogy a
sebesse´g, mint a hely ido˝ szerinti deriva´ltja vektor, e´s
mint ilyen, annak ido˝deriva´ltja, vagyis a gyorsula´s (a) is
az. Ha feltesszu¨k, hogy egy testre hato´ ero˝ (F) vektor,
e´s egy adott koordina´tarendszerben azt tala´ljuk, hogy
F = ma (m a test to¨mege), akkor ro¨gto¨n arra jutunk,
hogy ez az egyenlet tetszo˝leges koordina´tarendszerben
igaz. Newton to¨rve´nye minden esetben azonos alaku´.
Ne´gyesvektorok
A to¨rve´nyek koordina´tarendszerto˝l fu¨ggetlen megfo-
galmaza´sa´nak leheto˝se´ge ku¨lo¨no¨sen fontos e´rtelmet
nyer pe´lda´ul a relativita´selme´letben. Itt nem a te´r
pontjait reprezenta´lo´ ha´romkomponensu˝ mennyise´gek,
hanem eseme´nyekhez rendelheto˝, a te´rkoordina´ta´k
mellett az ido˝t is tartalmazo´ sza´mne´gyesek keru¨lnek
fo˝szerepbe. Kideru¨l, hogy egy, az egyma´shoz ke´pest
egyenes vonalu´ egyenletes mozga´st ve´gzo˝ megfi-
gyelo˝k a´ltal e´rze´kelt eseme´ny, mint fizikailag le´tezo˝
“valo´sa´g” (ne´gyes)koordina´ta´i – a ha´romkomponensu˝
“hagyoma´nyos” helyvektorok a koordina´tarendszer
elforgata´sakor felle´po˝ transzforma´cio´ja´val valamelyest
analo´g mo´don – a Lorentz-transzforma´cio´ ke´pletei szerint
keverednek o¨ssze. A fentiekhez hasonlo´an pedig minden
olyan sza´mne´gyest, mely az eseme´nyekhez tartozo´ ido˝-te´r
2ne´gyessel azonos mo´don transzforma´lo´dik, egy absztrakt
vektor adott reprezenta´cio´ja´nak tekintu¨nk, az absztrakt
vektort pedig a vonatkoztata´si rendszerto˝l fu¨ggetlenu¨l
le´tezo˝ ne´gyesvektornak nevezzu¨k. Ez azt jelenti, hogy
ha a fizikai to¨rve´nyekto˝l elva´rjuk, hogy egyma´shoz
ke´pest egyenes vonalu´ egyenletes mozga´st ve´gzo˝ vo-
natkoztata´si rendszerekben azonos alaku´ak legyenek
(hasonlo´an ahhoz, ahogy feljebb amellett e´rveltu¨nk,
hogy a koordina´tatengelyek elforgata´sa´ra pe´lda´ul ne
legyenek e´rze´kenyek), akkor azokat ne´gyesvektorokon,
illetve azokon alapulo´ fogalmakon a´t kell tudnunk fel´ırni.
Megjegyezzu¨k, hogy a fentiek szerint bevezetett
absztrakt vektorfogalom a differencia´lgeometria´ban
matematikailag prec´ızen is definia´lhato´. Egy sima
sokasa´g (legyen az pe´lda´ul a 3 dimenzio´s, aka´r go¨rbu¨lt
te´r, vagy az eseme´nyek 4 dimenzio´s te´r-ido˝ kontinuuma)
valamely P pontja´ban definia´lt vektorok a pont egy ny´ılt
ko¨rnyezete´n a´tmeno˝ o¨sszes lehetse´ges sima go¨rbe ekviva-
lenciaoszta´lyait jelentik, ahol az ekvivalencia´t a go¨rbe´k
azok parame´terei szerinti deriva´ltjainak egyenlo˝se´ge adja
a P pontban. A defin´ıcio´bo´l logikusan ko¨vetkezik, hogy
az ı´gy definia´lt vektorok nem fu¨ggenek atto´l, hogy a pont
szo´ban forgo´ ny´ılt ko¨rnyezete´ben hogyan koordina´ta´zzuk
a sokasa´got. Az a´ltaluk, mint ekvivalenciaoszta´lyok a´ltal
kifesz´ıtett linea´ris teret a P pont e´rinto˝tere´nek h´ıvjuk.
Kvantummechanika e´s reprezenta´cio´
A klasszikus fizika´ban bevezetett absztrakt vekto-
rok e´s reprezenta´cio´ik ko¨zo¨tti megku¨lo¨nbo¨ztete´s a
kvantummechanika to¨rte´netileg ke´t nevezetes meg-
fogalmaza´sa kapcsolata´nak mege´rte´se´ben is seg´ıt.
A schro¨dingeri hulla´mmechanika e´s a heisenbergi
ma´trixmechanika Dirac-fe´le egyes´ıte´se azt a´ll´ıtja, hogy
a ke´t megko¨zel´ıte´s ugyanannak az absztrakt linea´ris
te´rnek ke´t ku¨lo¨nbo¨zo˝ reprezenta´cio´ja. Az elme´let szerint
Schro¨dinger is e´s Heisenberg is egy-egy adott konkre´t
koordina´tarendszert definia´l ahhoz, hogy pe´lda´ul a
harmonikus oszcilla´tor spektruma´t meghata´rozza, de
egy kvantumos fizikai rendszer jellemzo˝i ezen repre-
zenta´cio´kto´l teljesen fu¨ggetlenek. Dirac azt felte´telezte,
hogy egy re´szecske lehetse´ges kvantuma´llapotai egy
absztrakt ve´gtelen dimenzio´s komplex linea´ris te´r
(Hilbert-te´r) elemei, melyeket ket-vektoroknak, a hozza´
tartozo´ dua´lis te´r elemeit pedig bra-vektoroknak ne-
vezett el. Ezek nyilva´nvalo´an egyma´sra egye´rtelmu˝en
leke´pezheto˝k, hiszen egy Hilbert-te´r izometrikusan
izomorf a saja´t dua´lisa´val. Egy adott diszkre´t ba´zison a
bra-vektorok sor-, mı´g a ket-vektorok oszlopvektorokkal
reprezenta´lhato´k (Heisenberg a´bra´zola´s, l2 te´r), mı´g foly-
tonos ba´zison a bra-vektorok egy komplex fu¨ggve´nnyel
adhato´k meg, a ket-vektorok pedig ennek komplex
konjuga´ltja´t adja´k (Schro¨dinger a´bra´zola´s, L2 te´r), amit
hulla´mfu¨ggve´nynek nevezu¨nk. A kvantummechanikai
a´llapotot ido˝ben fejleszto˝ Schro¨dinger egyenletet viszont
reprezenta´cio´to´l fu¨ggetlenu¨l is e´rve´nyesnek va´rjuk,
ugyanu´gy, ahogy a Newton-to¨rve´ny sem fu¨gghetett
atto´l, hogy milyen koordina´tarendszerben ı´rjuk fel az
ero˝ e´s a gyorsula´s komponenseit. A klasszikus fizikai
to¨rve´nyek absztrakt vektorokkal valo´ fel´ıra´sa´val analo´g
mo´don most is azt gondoljuk, hogy ha egy adott
reprezenta´cio´ban (pe´lda´ul schro¨dingeri) megtala´ltuk
a kvantummechanikai a´llapot ido˝beli fejlo˝de´se´t le´ıro´
egyenletet, akkor az az absztrakt vektorokra, e´s ı´gy
azok ba´rmilyen ma´s reprezenta´cio´ira vonatkozo´an is
e´rve´nyes kell legyen. I´gy azta´n rajtunk a´ll, hogy milyen
a´bra´zola´sban (“koordina´ta-rendszerben”) szeretne´nk
dolgozni, e´s nyugodtan va´laszthatunk olyat, ami jo´l
illeszkedik az adott proble´ma´nkhoz.
Az ala´bbiakban ezt a sze´les ko¨rben ismert e´s elfoga-
dott ke´pet szeretne´nk a´rnyaltabba´ tenni, e´s amellett
e´rvelni, hogy valo´ja´ban fe´lrevezeto˝ a kvantummecha-
nika absztrakt vektorfogalma´t e´s azok reprezenta´cio´it
pa´rhuzamba a´ll´ıtani azok klasszikus fizikai pa´rjaival.
U´gy ve´lju¨k, hogy amennyire sokat seg´ıthet ezen analo´gia
seg´ıtse´ge´vel mege´rteni a bra- e´s ket-vektorok, e´s azok
reprezenta´cio´inak szerepe´t a kvantummechanika´ban,
annyira sok fogalmi zavarhoz e´s ke´so˝bbi paradoxonhoz
is vezethet.
Nemkorla´tos opera´torok
A proble´ma ott kezdo˝dik, hogy a kvantummecha-
nika´ban a fizikai mennyise´gek a Hilbert-te´ren hato´, valo´s
spektrummal rendelkezo˝ opera´torokkal azonos´ıtando´k,
e´s mint ilyenek, a´ltala´ban nemkorla´tosak kell, hogy
legyenek. Egy re´szecske helye, impulzusa, vagy aka´r az
energia´ja e´rtelemszeru˝en nem szorulhat ve´ges e´rte´kek
ko¨ze´, vagyis ezeket a mennyise´geket nemkorla´tos
opera´torokkal kell le´ırni. A funkciona´lanal´ızisben
azonban a za´rt-gra´f te´tel kimondja, hogy minden, a
teljes Hilbert-te´ren e´rtelmezett szimmetrikus opera´tor
szu¨kse´gszeru˝en korla´tos, amibo˝l az ko¨vetkezik, hogy
a fizika´ban elo˝fordulo´ fizikai mennyise´gek egy jelento˝s
re´sze´hez olyan opera´tor tartozik, mely nem e´rtelmezheto˝
a teljes Hilbert-te´ren. Ez pedig azonnal azt a ko¨vetkez-
tete´st vonja maga uta´n, hogy a Hilbert-te´rben vannak
olyan elemek, amelyek ba´r to¨ke´letesen norma´lhato´k, e´s
ı´gy elvben megfelelnek a valo´sz´ınu˝se´gi e´rtelmeze´snek,
me´gsem lehetnek fizikaiak. A legto¨bb, amit tenni lehet,
hogy a szo´ban forgo´ nemkorla´tos opera´tor(oka)t a
Hilbert-te´r egy mindenu¨tt su˝ru˝ re´szhalmaza´n definia´ljuk
u´gy, hogy az opera´tor(ok) hata´sa nem vezet ki ebbo˝l a
halmazbo´l [2].
Tekintsu¨k pe´lda´ul 1 dimenzio´ban a hely e´s im-
pulzus opera´torokat schro¨dingeri a´bra´zola´sban, ahol a
helyopera´tor a hulla´mfu¨ggve´ny argumentuma´val valo´
szorza´ssal, az impulzus opera´tor pedig az aszerinti de-
riva´la´s mu˝velete´vel (a komplex egyse´ggyo¨k faktorto´l el-
tekintve) azonos´ıthato´. Az ehhez a reprezenta´cio´hoz tar-
tozo´ konkre´t H Hilbert-te´r a ne´gyzetesen integra´lhato´
fu¨ggve´nyek L2 tere, e´s a ke´rde´s az, hogy hogyan le-
het egy olyan mindenu¨tt su˝ru˝ re´szhalmazt tala´lni ezen
a te´ren, mely a hely e´s impulzus opera´cio´k tetszo˝leges
kombina´cio´ja´val szemben invaria´ns. Ko¨nnyen bela´thato´,
hogy ez a re´szhalmaz olyan tetszo˝legesen sokszor diffe-
3rencia´lhato´ fu¨ggve´nyekbo˝l a´ll, melyek maguk is e´s de-
riva´ltjaik is minden hatva´nyna´l gyorsabban tartanak
nulla´hoz a ve´gtelenben (Schwartz-te´r, Φ). Matematikai-
lag a Dirac-fe´le bra- e´s ket-vektorok ezen te´r topologikus
dua´lisa´nak (Φ+) elemei, elo˝bbiek antilinea´ris, uto´bbiak
linea´ris funkciona´lok, melyek egyma´ssal ko¨lcso¨no¨sen
egye´rtelmu˝en megfeleltetheto˝k. A konstrukcio´bo´l ko¨vet-
kezik, hogy a bra- e´s ket-vektorok valo´ja´ban tempera´lt
disztribu´cio´k, az ime´nt megkonstrua´lt (Φ, H , Φ+)
ha´rmast pedig az angol nyelvu˝ irodalom rigged Hilbert-
te´rnek, vagy Gelfand-tripletnek nevezi [3]. Megjegy-
zendo˝, hogy H su˝ru˝ Φ+ -ban (Φ nyilva´n su˝ru˝ H -ban),
a Φ-n e´rtelmezett opera´torok (pe´lda´ul hely vagy impul-
zus) pedig kiterjesztheto˝k Φ+ -ra, amin ma´r le´tezhetnek
saja´tvektoraik. Ezek a´ltala´ban valo´ban nem H -ban, ha-
nem te´nyleg Φ+-ban vannak (folytonos spektrum esete),
valamint bela´thato´, hogy megfelelo˝ e´rtelemben le´tezik
ra´juk teljesse´gi o¨sszefu¨gge´s, vagyis az egyse´gopera´tort
spektra´lisan elo˝ lehet belo˝lu¨k a´ll´ıtani. Ez egyu´ttal
a Hilbert-terek elme´lete´bo˝l ismert spektra´lme´rte´k egy
(nem unika´lis) konkre´t megvalo´s´ıta´sa´t adja, e´s ez fe-
lel meg annak a naiv, puszta´n forma´lis diraci le´ıra´snak,
melyben egy kvantuma´llapotot folytonos ba´zison, in-
tegra´llal a´ll´ıtunk elo˝.
Vegyu¨k e´szre, hogy a Dirac-elme´let matematikai
precizita´ssal to¨rte´no˝ konstrukcio´ja sora´n elvesz´ıtju¨k
annak eredeti elegancia´ja´t, to¨bbe´ nem tudunk absztrakt
terekkel dolgozni. Ahhoz, hogy pe´lda´ul a nemkorla´tos
hely e´s impulzus opera´torok megfelelo˝ e´rtelmeze´si tar-
toma´nyait megtala´ljuk, a schro¨dingeri a´bra´zola´sbo´l kell
kiindulnunk. Ezen e´rtelmeze´si tartoma´ny(ok) megada´sa
absztrakt mo´don nehezen ke´pzelheto˝ el, nem tudjuk
megmondani, hogy az opera´torok milyen a´llapotokon
e´rtelmezheto˝ek ege´szen addig, amı´g egy konkre´t repre-
zenta´cio´ban meg nem a´llap´ıtjuk, hogy az elo˝bbieknek
milyen hata´suk van a Hilbert-te´r egyes elemeire.
Mindezek szerint a Dirac-elme´let a´llapotvektorai, ba´r
fogalmilag nagyon hasonlo´nak tu˝nhetnek a klasszikus
fizikai vektorfogalomhoz, e´s pe´lda´ul a hulla´mfu¨ggve´ny
az absztrakt a´llapot egy reprezenta´cio´ke´nti e´rtelmeze´se
is csa´b´ıto´, az deru¨l ki, hogy ez a megko¨zel´ıte´s tu´lsa´gosan
naiv. Mivel egy fizikai rendszerhez hata´rfelte´teleket a
valo´s ha´rom dimenzio´s te´rben tudunk megfogalmazni, az
opera´torok e´rtelmeze´si tartoma´nyainak megkonstrua´la´sa
ve´gett a kvantummechanika ma´r elso˝ le´pe´sben egy adott
“a´bra´zola´st” jelo¨l ki, ez pedig a schro¨dingeri. Fontos
kihangsu´lyozni, hogy ezt a va´laszta´st nemkorla´tos
opera´torok bevezete´se´nek szu¨kse´ge ke´nyszer´ıti ra´nk,
ahogy azt is, hogy maga a Hilbert-te´r, e´s a benne
kijelo¨lendo˝ su˝ru˝ re´szhalmaz is valo´ja´ban opera´torfu¨ggo˝.
Ez a megfigyele´s szinte´n azira´nyba mutat, hogy egy
teljesen a´ltala´nos absztrakt Hilbert-te´r nem adhatja a
kvantumelme´let megfelelo˝ matematikai alapja´t, e´s tala´n
kijelentheto˝, hogy a kvantummechanika sokkal inka´bb
terme´szetes megalapoza´sa az alapjaiban Neumann
Ja´nos a´ltal lefektetett opera´torgyu˝ru˝k elme´lete´n, e´s az
idevonatkozo´ C∗-algebra´n keresztu¨l to¨rte´nik. Ezesetben
sem a fizikai mennyise´gek, sem a fizikai a´llapotok
definia´la´sa´hoz nincs szu¨kse´g Hilbert-te´rre, jo´llehet
annak le´teze´se ko¨vetkezme´nyke´nt kiado´dik a le´ıra´sbo´l
[6]. Ennek re´szletei, e´s kapcsolata a Gelfand-triplettel
to¨rte´no˝ megfogalmaza´ssal viszont ma´r nem ke´pezi jelen
ismeretterjeszto˝ ı´ra´s ta´rgya´t.
Kvantummechanikai paradoxonok
Az ala´bbiakban a´ttekintu¨nk ha´rom megho¨kkento˝en
egyszeru˝ paradoxont, melyek az absztrakt a´llapotte´r
vektoraival to¨rte´no˝ sza´mı´ta´sok puszta´n forma´lis e´s ma-
tematikai szigort ne´lku¨lo¨zo˝ alkalmaza´sai miatt jelennek
meg a kvantumelme´letben. Ezzel a Dirac-formalizmus
haszna´lata´hoz szu¨kse´ges elkeru¨lhetetlen ko¨ru¨ltekinte´sre
e´s o´vatossa´gra szeretne´nk felh´ıvni a figyelmet [5].
1. paradoxon: Tekintsu¨k az azimutszo¨g (ϕˆ) e´s
a z-ira´nyu´ impulzusmomentum (Lˆz) opera´torokat.
Az Lˆz saja´ta´llapotok m kvantumsza´mmal kiele´g´ıtik
a Lˆz |m〉 = ~m |m〉 rela´cio´t, e´s nyilva´n a kom-
muta´tor [ϕˆ, Lˆz] = i~. Ezekuta´n ne´ha´ny la´tszo´lag
azonos a´talak´ıta´ssal arra jutunk, hogy i~ eltu˝nik:
i~ = 〈m| i~ |m〉 = 〈m| [ϕˆ, Lˆz] |m〉 = 〈m| ϕˆLˆz |m〉 −
〈m| Lˆzϕˆ |m〉 = m(〈m| ϕˆ |m〉 − 〈m| ϕˆ |m〉) = 0,
ahol kihaszna´ltuk, hogy ha Lˆz |m〉 = m |m〉, ak-
kor 〈m| Lˆz = 〈m|m, hiszen az impulzusmomentum
ba´rmelyik komponense´nek opera´tora o¨nadjunga´lt.
2. paradoxon: Tekintsu¨k az impulzus opera´tort egy
[−a, a] intervallumon mozgo´ re´szecske´re vonatkozo´an.
Ha pˆ |p〉 = p |p〉, akkor defin´ıcio´ szerint 〈p| pˆ† = 〈p| p∗, de
mivel pˆ† = pˆ, eze´rt az elo˝zo˝ kifejeze´st 〈p|-vel, az uto´bbit
pedig |p〉-vel megszorozva azt kapjuk, hogy p = p∗, ami
szoka´sosan azt fejezi ki, hogy egy o¨nadjunga´lt opera´tor
saja´te´rte´kei valo´sak. De koordina´ta reprezenta´cio´ban
pˆ = ~i
∂
∂x , egy ∼ exp(ipx/~) s´ıkhulla´m pedig aka´rmilyen
p komplex sza´m esete´n is pˆ saja´tfu¨ggve´nye. Akkor
lehetse´ges, hogy az impulzus nem valo´s mennyise´g?
3. paradoxon: Tekintsu¨nk az elo˝zo˝ elrendeze´sben
egy olyan kvantuma´llapotot, melynek hulla´mfu¨ggve´nye
ara´nyos sin(x2 − a2) -tel. Az energia szo´ra´sne´gyzete´nek
szoka´sos ∆E2 = 〈ψ| Hˆ2 |ψ〉−(〈ψ| Hˆ |ψ〉)2 kisza´mı´ta´sakor
arra jutunk, hogy a doboz me´rete´nek va´ltoztata´sakor
a szo´ra´sne´gyzet egy kritikus ponton nulla´va´, azon tu´l
pedig negat´ıvva´ va´lik, ami fizikailag e´rtelmezhetetlen.
A proble´ma mindegyik pe´lda´ban ott keresendo˝, hogy a
Dirac-fe´le absztrakt megfogalmaza´sban sehol sem keru¨l
elo˝ az a te´ny, hogy nemkorla´tos fizikai mennyise´geket
reprezenta´lo´ opera´torok legjobb esetben is a Hilbert-te´r
csak egy mindenu¨tt su˝ru˝ re´szhalmaza´n definia´lhato´ak.
Ha a bra-ket formalizmust naivul, mint ve´gtelen hosszu´
sor- e´s oszlopvektorok ko¨zo¨tti manipula´cio´ke´nt ke´pzelju¨k
el, proble´ma´kba u¨tko¨zu¨nk. A kiutak megkerese´se´hez
4a´t kell gondolnunk, hogy egya´ltala´n matematikailag




Ahhoz, hogy az |m〉 a´llapotokkal mu˝veleteket
ve´gezhessu¨nk el, meg kell hata´roznunk, hogy a szo´ban
forgo´ opera´torok egya´ltala´n milyen Hilbert-te´rbeli
elemekre hathatnak. Mivel az azimutszo¨g 2pi perio-
dikus, az Lˆz ≡ ~i ∂∂ϕ opera´tor e´rtelmeze´si tartoma´nya
D(Lˆz) = {ψ ∈ L2 : ψ′ ∈ L2, ψ(0) = ψ(2pi)}.
Nyilva´nvalo´an D(ϕˆLˆz) = D(Lˆz), viszont gon-
doljuk meg, hogy D(Lˆzϕˆ) 6= D(ϕˆLˆz), hanem
D(Lˆzϕˆ) = {ψ ∈ L2 : ψ′ ∈ L2, ψ(2pi) = 0}, hiszen
Lˆz uto´bbi esetben biztosan olyan fu¨ggve´nyre hat, mely
ϕ = 0-ban eltu˝nik. Mivel a kommuta´tor e´rtelmeze´si
tartoma´nya D([Lˆz, ϕˆ]) = D(ϕˆLˆz)
⋂
D(Lˆzϕˆ), eze´rt arra
D([Lˆz, ϕˆ]) = {ψ ∈ L2 : ψ′ ∈ L2, ψ(0) = ψ(2pi) ≡ 0}
ado´dik. Ez azt jelenti, hogy a kommuta´tor nem hathat
|m〉-re, hiszen azok ∼ exp(imϕ) a´llapotok. Eze´rt a
”
levezete´s” ma´r a ma´sodik le´pe´sto˝l kezdve e´rtelmetlen.
2. paradoxon felolda´sa
Gondoljuk a´t, hogy pˆ-nek mi lehet az e´rtelmeze´si
tartoma´nya. Szeretne´nk, hogy pˆ = pˆ† legyen, eze´rt
csa´b´ıto´nak tu˝nik elo˝´ırni, hogy pˆ olyan a´llapotokra
hathasson, melyekre teljesu¨l, hogy ψ(a) = 0 = ψ(−a).
Ez abbo´l ko¨vetkezik, hogy ahhoz, hogy koordina´ta-
reprezenta´cio´ban a 〈φ| pˆ |ψ〉 = ∫ φ∗(pˆψ) ≡ ∫ (pˆφ)∗ψ
azonossa´g teljesu¨lhessen, szu¨kse´ges, hogy parcia´lis
integra´la´s uta´n a kiintegra´lt re´sz nulla legyen. I´gy
D(pˆ) = {ψ ∈ L2 : ψ′ ∈ L2, ψ(a) = 0 = ψ(−a)}.
Eszerint viszont pˆ nem is hathat |p〉-re, de ekkor egyik
paradoxonbo´l a ma´sikba jutunk, ugyanis ı´gy pˆ-nek nincs
saja´tvektora, spektruma pedig u¨res, miko¨zben fizikailag
tudjuk, hogy a uto´bbi a valo´s sza´moknak valamilyen
re´szhalmaza kell legyen. A le´trejo¨tt u´j la´tszo´lagos ellent-
monda´s oka az, hogy a fenti e´rtelmeze´si tartoma´nnyal
definia´lt impulzus opera´tor nem o¨nadjunga´lt.
Ezen a ponton meg kell ku¨lo¨nbo¨ztetnu¨nk az o¨nad-
junga´lt e´s hermitikus opera´torokat. Hermitikus az az
opera´tor, melyre teljesu¨l a fenti szimmetricita´s, az-
az balra e´s jobbra is
”
hathat”. Viszont csak az a
hermitikus opera´tor o¨nadjunga´lt, melyre az adjunga´lt
opera´tor e´rtelmeze´si tartoma´nya megegyezik az erede-
tie´vel. Ko¨nnyen meggondolhato´, hogy pˆ esete´ben ez





ψ˜∗φ, ψ˜ = pˆ†ψ o¨sszefu¨gge´sekkel
definia´lhato´. Ro¨gto¨n la´tszik, hogy ha φ ∈ D(pˆ), ak-
kor pˆ† = pˆ, viszont D(pˆ†) 6= D(pˆ), ψ-to˝l ugyanis ma´r
semmilyen hata´rfelte´telt nem kell megko¨vetelni, vagyis
D(pˆ†) = {ψ ∈ L2 : ψ′ ∈ L2}. A te´tel, mely szerint
o¨nadjunga´lt opera´torok spektruma valo´s, pˆ-re nem tel-
jesu¨l.
Felmeru¨l a ke´rde´s, hogy akkor milyen opera´cio´t,
pontosabban milyen e´rtelmeze´si tartoma´nnyal ren-
delkezo˝ opera´tort kell az impulzussal azonos´ıtani.
A´ltala´nosabban: ha van egy hermitikus opera´cio´nk, ki-
terjesztheto˝-e az e´rtelmeze´si tartoma´nya olyan mo´don,
hogy az o¨nadjunga´ltta´ va´ljon? A va´laszt Neumann Ja´nos
idevonatkozo´ te´tele adja, mely a (pˆ ± iˆI) opera´torok tu-
lajdonsa´gairo´l szo´l. Az u´n. defekt-indexek az elo˝bbi
opera´torok magtereinek dimenzio´i: n± = dim Ker (pˆ∓
iˆI), e´s a te´tel szerint akkor e´s csak akkor le´tezik o¨nad-
junga´lt kiterjeszte´s, ha n+ = n−. A kiterjesztett
opera´torra teljesu¨l, hogy n+ = n− ≡ 0, a saja´te´rte´kek
pedig ekkor ma´r szigoru´an valo´sak. Ha n+ 6= n−, akkor
egy hermitikus opera´tor nem terjesztheto˝ ki o¨nadjunga´lt
mo´don.




∂x , akkor pˆ csak olyan esetekben o¨nadjunga´lt, ha
D(pˆ) = {ψ ∈ L2 : ψ′ ∈ L2, ψ(−a) = eiαψ(a)}, ahol
α valo´s sza´m. La´tszik, hogy α = 0 -ra megkapjuk a
szoka´sos szimmetrikus hata´rfelte´telt, mely fizikailag pla-
uzibilis, de matematikai ha´ttere´t az elo˝bb le´ırtak adja´k.
A hata´rfelte´tel diszkre´tte´, e´s egyu´ttal valo´ssa´ teszi a le-
hetse´ges saja´te´rte´keket, vagyis a valo´s spektrumra vonat-
kozo´, fizikailag motiva´lt elva´ra´saink ı´gy ma´r teljesu¨lnek.
E´rdemes meggondolni az a → ∞ esetet is. Ekkor
az impulzus lehetse´ges diszkre´t e´rte´kei a hata´ra´tmenet
sora´n folytonossa´ va´lnak, pˆ-nek pedig nem lesznek
saja´tvektorai e´s saja´te´rte´kei a Hilbert-te´rben. A pˆ
opera´tor spektruma´nak azonban a valo´s sza´mok hal-
maza tova´bbra is a re´sze marad olyan e´rtelemben,
hogy a (pˆ − pIˆ)−1 opera´tor, ba´r a → ∞ esete´n le´tezik,
az nem korla´tos (ha nem is le´tezne, akkor besze´lne´nk
p saja´te´rte´kro˝l). Ahogy erre cikku¨nk elso˝ fele´ben
kite´rtu¨nk, ezesetben pˆ a Hilbert-te´ren hato´ linea´ris
funkciona´lok halmaza´ra terjesztendo˝ ki, vagyis a
saja´te´rte´k-proble´ma kivezet L2-bo˝l, e´s a saja´tvektorok
a tempera´lt disztribu´cio´k ko¨zo¨tt keresendo˝k [3, 6].
3. paradoxon felolda´sa
Az utolso´ paradoxon felolda´sa az elo˝zo˝ek fe´nye´ben
ma´r nem tu´l bonyolult. A proble´ma´t az okozza, hogy
a 〈ψ| Hˆ2 |ψ〉 = ∫ ψ∗(− ~24m2 ∂4∂x4 )ψ kifejeze´s nem a´ll´ıtja
elo˝ az energia ne´gyzete´nek a´tlagos e´rte´ke´t, ami defin´ıcio´
szerint 〈E2〉 = ∑i piE2i , ahol pi az i-edik energiaszint
(Ei) valo´sz´ınu˝se´ge a ψ a´llapotban. Ez arra, az olvaso´
a´ltal is ko¨nnyen elleno˝rizheto˝ a´ll´ıta´sra vezetheto˝ vissza,
hogy a forma´lis Hˆ2 |ψ〉 = ∑j ciE2i |ψj〉 o¨sszefu¨gge´s jobb
oldala´n la´thato´ o¨sszeg divergens (itt |ψ〉 = ∑i ci |ψi〉 e´s|ψi〉 az Ei-hez tartozo´ a´llapot). Vagyis beszorozva az
egyenlet mindke´t oldala´t 〈ψ|-vel, nem fogunk e´rtelmes
eredme´nyt kapni, e´s fo˝leg nem fogjuk tudni levezetni a
〈ψ| Hˆ2 |ψ〉 = 〈E2〉 szoka´sos o¨sszefu¨gge´st.
Az elo˝zo˝ esetekhez hasonlo´an a szo´ban forgo´
opera´tor(ok) e´rtelmeze´si tartoma´nyainak gondos
elemze´se vezet el bennu¨nket a proble´ma felolda´sa´hoz.
Elo˝szo¨r keressu¨k meg D(Hˆ)-t! Elso˝ le´pe´sben szeretne´nk
5la´tni, hogy Hˆ hermitikus. Ennek megmutata´sa´hoz
ke´tszer kell parcia´lis integra´la´st elve´geznu¨nk, a ki-
integra´lt re´szek eltu˝ne´se´hez minima´lis felte´tel az,
hogy a hata´rokon a hulla´mfu¨ggve´nyek eltu˝njenek.
Ezt az is indokolja, hogy a doboz falait ve´gtelen
magas potencia´lfalke´nt elke´pzelve minden fizikai
hulla´mfu¨ggve´ny nulla´hoz tart ±a-ban. Vagyis
D(Hˆ) = {ψ ∈ L2, ψ′′ ∈ L2, ψ(±a) = 0}, amiro˝l
ko¨nnyen la´tszik, hogy a hermiticita´s mellett o¨nad-
junga´lt opera´cio´t definia´l. Hasonlo´an, a Hˆ2 opera´tor
is o¨nadjunga´lt, de itt a parcia´lis integra´la´sok sora´n
egy u´j felte´telt is kapunk, a hulla´mfu¨ggve´nyek ma´sodik
deriva´ltja is el kell, hogy tu˝njo¨n a hata´rokon. Vagyis
D(Hˆ2) = {ψ ∈ L2, ψ′′′′ ∈ L2, ψ(±a) = 0, ψ′′(±a) = 0},
ami azt jelenti, hogy D(Hˆ2) ⊂ D(Hˆ).
Ro¨gto¨n la´tszik, hogy a szo´ban forgo´ kvantuma´llapot,
melynek hulla´mfu¨ggve´nye ψ ∼ sin(x2 − a2), nincs
benne D(Hˆ2)-ben, vagyis nem lepo˝du¨nk meg azon,
hogy az energia ne´gyzete´nek va´rhato´e´rte´ke´re helytelen
eredme´nyt kapunk a 〈ψ| Hˆ2 |ψ〉 = ∫ ψ∗(− ~24m2 ∂4∂x4 )ψ
szaba´lybo´l. Vegyu¨k azonban e´szre, hogy mivel
Hˆ† = Hˆ, Dirac szerint az ala´bbi e´rtelmeze´s is e´rve´nyes:
〈ψ|H2 |ψ〉 = 〈ψ|H†H |ψ〉 = (〈ψ| Hˆ†)(Hˆ |ψ〉). Uto´bbina´l
viszont Hˆ2 meg sem jelenik a sza´mı´ta´sok sora´n, e´s
ezesetben ko¨nnyen meggondolhato´, hogy a helyes
eredme´nyhez jutunk! Hˆ hathat |ψ〉-re (e´s Hˆ† 〈ψ|-re),
aminek ko¨vetkezte´ben 〈E2〉 = ∑i piE2i valo´ban elo˝a´ll. A
Dirac-formalizmus teha´t nem ad egye´rtelmu˝ kisza´mı´ta´si
mo´dot ku¨lo¨nbo¨zo˝ a´tlagok meghata´roza´sa´ra. So˝t, amikor
ke´t sza´mı´ta´si mo´d ko¨zo¨tt egyene´rte´ku˝se´get te´telez fel,
az e´rtelmeze´si tartoma´nyok tiszteletben tarta´sa´nak
hia´nya´ban ko¨nnyede´n kideru¨lhet, hogy valamelyiku¨k
te´ves eredme´ny(ek)re vezethet.
Za´ro´ megjegyze´sek
A Dirac-fe´le absztrakt formalizmust a kvantumme-
chanika jo´l beva´lt elvi- e´s gyakorlati ha´ttere´nek is szoka´s
tekinteni. Seg´ıtse´ge´vel o¨sszekapcsolo´dik a Heisenberg
a´ltal kidolgozott ma´trixmechanika, e´s a schro¨dingeri
hulla´mmechanika elme´lete. Konkre´t sza´mola´sok sora´n
olyan analo´gia szerint gondolkozunk, hogy a |ψ〉 ket egy
oszlopvektor, mı´g pa´rja, a 〈ψ| bra egy sorvektor, mint a
dua´lis te´r egy eleme. Az opera´torok ve´gtelen ma´trixok,
e´s az asszociativita´si tulajdonsa´got minden esetben
e´rve´nyesnek tekintju¨k. Ennek megfelelo˝en Dirac szerint
pl. a 〈φ| Aˆ |ψ〉 ma´trixelem kisza´mı´thato´ (〈φ| Aˆ) |ψ〉, vagy
aka´r 〈φ| (Aˆ |ψ〉) mo´don is, a ke´t kifejeze´s egyene´rte´ku˝.
Mint arra feljebb ra´mutattunk, ha az Aˆ opera´tor
nem korla´tos, akkor az e´rtelmeze´si tartoma´nyokhoz
ko¨theto˝ proble´ma´k miatt a ke´t kisza´mı´ta´si mo´d elte´rhet
egyma´sto´l, egyik vagy ma´sik aka´r teljesen e´rtelmetlennek
is bizonyulhat. U´gy ve´lju¨k, hogy hasonlo´ felismere´sek
ira´ny´ıthatta´k Neumann Ja´nost a kvantummechanika
Hilbert-te´rrel to¨rte´no˝ megfogalmaza´sa helyett az al-
gebrai ira´nyba [7, 8]. Idevonatkozo´ munka´inak 100
e´ves e´vfordulo´ja fele´ ko¨zeledve meggondolando´, hogy
a magyarorsza´gi egyetemi szintu˝ kvantummechanika
oktata´s sora´n – legala´bbis e´rinto˝legesen – elhangozze´k
a nemkorla´tos opera´torok a´ltala felismert proble´ma´inak
ta´rgyala´sa.
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